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POVZETEK

Tehnika kremenove mikrotehtnice je osnovana na nasprotnem
piezoelektri~nem efektu. Piezoelektri~ni material za~ne vibrirati
pod vplivom radiofrekven~nega elektri~nega polja. Resonan~na
frekvenca piezoelektrika je dolo~ena z maso vibrirajo~ega telesa.
Prvi, ki je predstavil uporabo kremenovega kristala za mikroteh-
tanje, je bil nem{ki znanstvenik Sauerbrey. Pokazal je, da se pri
majhnih nanosih plasti na kremenov kristal spremeni resonan~na
frekvenca, sprememba pa je linearno odvisna od mase.

Applications of Piezoelectric Quartz Crystal
Microbalance

ABSTRACT

Quartz crystal technique is based on converse piezoelectric effect.
Piezoelectric material starts to vibrate with the application of the
rf electric field. The resonant frequency of piezoelectric is
determined by the total mass of the vibrating body. The first one
who demonstrated usage of the quartz crystal for micro weighting
purposes was German scientist Sauerbrey. He showed that the
addition of low mass films on quartz crystal shifts resonant
frequency. Frequency shift versus mass is linear depended.

1 UVOD

Za tehniko kremenove mikrotehtnice se v literaturi
najpogosteje uporablja izraz QCM (angl. Quartz Cry-
stal Microbalance) in v povezavi z elektrokemijskimi
meritvami EQCM (angl. Electrochemical Quartz
Crystal Microbalance). Z metodo EQCM lahko
simultano merimo elektrokemijske parametre in
spremembo mase na elektrodi. Mikrotehtnica je
sestavljena iz kremenovega kristala, ki ga obdajata
dve elektrodi v obliki sendvi~a, pri ~emer je ena
elektroda izpostavljena merjenemu mediju, druga pa
je v notranjosti nosilca kristala. Najpogosteje sta
elektrodi iz platine ali zlata. Ti dve kovini sta eni
izmed redkih, pri katerih lahko pripravimo in vzdr`u-
jemo ~isto povr{ino.(1) Naloga elektrod je, da indu-
cirata izmeni~no elektri~no polje, ki povzro~i
mehansko oscilacijo kremenovega kristala (piezoelek-
tri~ni efekt). @e majhna sprememba mase na elektrodi,
ki je izpostavljena mediju, povzro~i motnjo v reso-
nan~ni frekvenci. Sprememba frekvence �f je za
majhne mase povezana s spremembo mase �m po
Sauerbreyevi ena~bi:
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kjer je n ve~kratnik osnovne frekvence in predstavlja
nadton (angl. overtone number), f0 je osnovna reso-
nan~na frekvenca kremenovega kristala (pred spre-
membo mase na elektrodi), S je plo{~ina elektrode v

kvadratnih centimetrih, µ je razteznostni koeficient
kremena (2,95 · 1011 g cm–1 s–2) in � je gostota kremena
(2,65 g cm–3). Iz ena~be (1) je razvidno, da se pri
pove~anju mase na povr{ini elektrode zmanj{a
resonan~na frekvenca. Tako je mogo~e zaznati tudi
spremembo mase 1 ng cm–2 (takrat ne govorimo ve~ o
kremenovi mikrotehtnici, ampak o kremenovi
nanotehtnici – QCN (angl. Quartz Crystal
Nanobalance).

Tehnika EQCM je zelo uporabna pri {tudiju
adsorpcijskih procesov, kar pa je zanimivo pri {tudiju
inhibicije korozije zaradi visoke ob~utljivosti za spre-
membo mase. Tako lahko dobimo takoj{njo informa-
cijo o masi inhibitorja, ki se je adsorbiral ali kako
druga~e vezal na elektrodo. Hkrati z opazovanjem
spremembe mase na elektrodi lahko opazujemo elek-
trokemijske procese pri eksperimentih s kontroliranim
potencialom in kontroliranim tokom.(2)

2 TEORIJA KREMENOVE MIKROTEHTNICE

Resonan~no frekvenco mehanskega vibrirajo~ega
sistema dolo~a poleg nekaterih fizikalnih parametrov
celotna masa vibrirajo~ega telesa. Pri dodajanju ali
odvzemanju dolo~ene snovi na vibrirajo~o telo se tako
spreminja njegova resonan~na frekvenca. Ob izpolnje-
vanju dolo~enih pogojev lahko ta fenomen izko-
ri{~amo za dolo~evanje mase. Vibrirajo~i sistem
moramo na neki na~in vzbuditi, po navadi to
dose`emo na elektri~en na~in. Frekvenca merilnega
sistema mora biti povezana z vibrirajo~im sistemom
brez motenj in precizno dolo~ena v dolo~eni ~asovni
periodi. Sprememba frekvence zaradi spremembe
mase vibrirajo~ega sistema mora biti ve~ja, kot je
sprememba frekvence zaradi nestabilnosti sistema,
torej mora biti sprememba resonan~ne frekvence
zaradi zunanjih vplivov (fluktuacije temperature,
tlaka, zunanje mehanske napetosti, prisotnosti elek-
tri~nega in magnetnega polja) majhna v primerjavi s
spremembo frekvence zaradi nanosa mase na vibrira-
jo~em telesu. Da bi lahko ta sistem povezali v neko
analitsko tehniko, mora biti odvisnost spremembe
frekvence od spremembe mase znana.

Ve~ino teh zahtev izpolnjujejo piezoelektri~ne
kremenove plo{~ice s specifi~no kristalografsko orien-
tacijo. Ti resonatorji so po navadi majhni, kemijsko
stabilni in nimajo izrazite temperaturne odvisnosti v
dolo~enem temperaturnem intervalu. ^e pove`emo
elektrode direktno s povr{ino kremenove plo{~ice z
ustreznim vezjem, dobimo oscilator, katerega reso-
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nan~no frekvenco lahko merimo elektronsko. Tako
lahko kremenove resonatorje uporabimo za detek-
tiranje ekstremno majhnih sprememb mase pri raz-
li~nih vrstah uporabe.

^eprav je mo`no narediti primerne resonatorje tudi
iz drugih piezoelektri~nih materialov, se le-ti danes ne
uporabljajo pogosto zaradi ogromnega {tevila infor-
macij, ki jih je mo`no pridobiti z uporabo kremeno-
vega kristala, prav tako pa dosegljivost in nizka cena
kremenovih plo{~ic ne spodbuja razvoja drugih
materialov. Na drugi strani pa je videti, da je potencial
uporabe kremenovih resonatorjev s to~no dolo~eno
konfiguracijo ali kristalografsko orientacijo dosegel
svoj vrhunec in se bo v prihodnosti z `eljo po {e bolj-
{ih lastnostih tega sistema treba ozirati tudi po drugih
materialih.

3 PIEZOELEKTRI^NI EFEKT

Leta 1880 sta Jacques in Pierre Curie odkrila, da
mehanska sila na povr{ini dolo~enih kristalov
(kremen, NaKC4H4O6, turmalin) povzro~i elektri~no
polje v kristalu. Jakost tega polja je sorazmerna
deformaciji kristala. Ta lastnost kristalov se imenuje
piezoelektri~ni efekt, izhaja pa iz gr{ke besede
piezein, kar pomeni pritisniti. Le materiali, ki nimajo
centra simetrije, imajo to lastnost. V acentri~em
kristalu imamo dipole zaradi dolo~ene orientacije
atomov v kristalni re{etki. Napetost se generira v
kremenovem kristalu zaradi premikov dipolov, ki so
posledica uporabljene sile na kristal. Jakost in smer
polja sta odvisni od orientacije dipolov in kristalne

povr{ine. Za tehniko QCM pa se uporablja tako
imenovani nasprotni piezoelektri~ni efekt, kjer se
kristal deformira zaradi vpliva elektri~nega polja
(slika 1).

4 PIEZOELEKTRI^NI KREMENOVI
RESONATORJI

4.1 Na~ini vibracije

Piezoelektri~ni kremenov resonator je precizno
izrezana plo{~ica iz naravnega ali sinteti~no pri-
dobljenega kremenovega kristala. Elektrode, ki so
pritrjene na kremenov kristal, so povezane z virom
izmeni~ne napetosti. Zunanje elektri~no polje inducira
v piezoelektri~nem materialu mehansko napetost in
kristal za~ne vibrirati. Kot vse mehanske strukture ima
lahko kremen ve~ na~inov vibracije. Plo{~ica v obliki
pravokotnika ima na primer tri razli~ne na~ine:
longitudialno (raztezno), lateralno (stri`no) in torzij-
sko. Sistem lahko vibrira tudi pri nadtonih osnovne
frekvence. Za aplikativno rabo `elimo najve~krat en
na~in brez drugih na~inov vibracije. To lahko dose-
`emo z izrezom kremenove plo{~ice iz kremenovega
kristala s specifi~no kristalografsko orientacijo in
primerno obliko. Prav tako lahko na na~in vibracije
kremenove plo{~ice vpliva nosilec za kristal in oscila-
cijsko vezje.

4.2 Kristalografska orientacija

Na~in vibracije, ki je najbolj ob~utljiv za dodajanje
ali odvzemanje mase na kremenov resonator, je oblika
lateralnega na~ina (angl. thickness-shear mode, TS). S
slike 2 je razvidno, da sta obe glavni ravnini antino-
dalni. S to konfiguracijo je mogo~e zavreti vse druge
ne`elene na~ine vibracije.

Za dosego vibracije kremenove plo{~ice v tem
na~inu mora biti plo{~ica iz kremena izrezana s to~no
dolo~eno konfiguracijo glede na kristalne osi. Na sliki
3 sta prikazana izreza plo{~ice iz kristala, ki ima to~no
dolo~ene ravnine glede na rotacijo okrog Y-osi.
Enorotacijski izrez pri kotu 35° 15’ ozna~imo kot
AT-rez (angl. AT-cut), izrez pri kotu 49° pa kot
BT-rez (angl. BT-cut).
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a)

b)
Slika 1: Shematska predstavitev nasprotnega piezoelektri~nega
efekta za lateralno gibanje: a) kristal med elektodama, brez
priklju~ene napetosti in b) deformacija kristala zaradi indu-
ciranega elektri~nega polja.

Slika 2: Osnovna vibracija v lateralnem (angl. thickness-shear,
TS) na~inu



Majhna sprememba orientacije kremenove
plo{~ice glede na kristalografske osi ne spremeni
na~ina vibracije, spremeni se le vpliv temperature in
napetosti na resonan~no frekvenco. Uporaba plo{~ice
z AT-rezom pri eksperimentih s kremenovo mikro-
tehnico je zelo pogosta, ker se osnovna frekvenca s
temperaturo zelo malo spreminja (v obmo~ju okrog
sobne temperature je frekvenca prakti~no neodvisna
od temperature).

4.3 Nadomestno vezje

Kremenov kristal je za svojo uporabo, kot detektor
za spremljanje majhne spremembe mase povezan z
osciloskopom, ki vzbuja kristal z resonan~no frek-
venco. To si lahko poenostavljeno predstavljamo, da
kristal vzbudimo s frekvenco, ki je malenkost ve~ja od
resonan~ne, nato pa kristal preide v resonanco. Hkrati
ko kristal preide v resonanco, osciloskop pomeri
frekvenco.

Ob predpostavki osnovne vibracije (brez vseh dru-
gih ne`elenih na~inov vibracije) lahko piezoelektri~ni
kremenov resonator, ki je v bli`ini resonance, pred-
stavimo s preprostim nadomestnim elektri~nim
vezjem, kot je prikazano na sliki 4. Gibalna kapaci-
tanca C pomeni mehansko elasti~nost vibrirajo~ega
telesa. Gibalna induktanca L je merilo za vibrirajo~o
maso. Nadomestna upornost R pomeni izgubo celotne
mehanske energije zaradi notranjega trenja, zunanjega
medija in nosilca kristala. Vzporedna kapacitanca C0

(angl. shunt capacitance) pomeni mote~o kapacitanco
(zaradi vzbujevalnih elektrod) in porazdeljeno kapaci-
tanco (posledica nosilca kristala).

Da bi sistem pre{el v resonanco, mora biti celotna
impedanca kremenovega resonatorja samo posledica
upora. Pri tem se pojavita dve frekvenci:

f
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Frekvenco fs imenujemo zaporedna (angl. series) in
frekvenco fp vzporedna (angl. parallel). Za tipi~ni
kremenov resonator velja, da je 1/LC0 > (R/L)2 in
C/C0 << 1. Ena~bo (3) po navadi zapi{emo bolj
splo{no:
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Kremenov resonator za mikrotehtanje deluje v
zaporednem frekven~nem na~inu (vpliv paralelne
frekvence je zanemarljiv). Iz ena~be (2) je razvidno,
da fs ni odvisen od C0, to je elektrod in nosilca.

Masno ob~utljivost kremenovega kristala lahko
predstavimo kot motnjo gibalne induktance L.
Pove~anje ali zmanj{anje mase resonatorja vodi do
spremembe L. Glede na ena~bo (2) bo sprememba
mase vodila do spremembe frekvence. Ta modelna
interpretacija pomeni delovanje kremenovega resona-
torja, vendar ni uporabna v kvantitativne namene, ker
sta parametra L in C v nadomestnem vezju te`ko
natan~no dolo~ljiva. Tako lahko nadomestno vezje
uporabljamo le za na~rtovanje in razumevanje delo-
vanja kremenovega resonatorja. Za kvantitativno
analizo spremljanja spremembe frekvence v odvis-
nosti od mase je potrebna fizikalna razlaga piezoelek-
tri~nih resonatorjev.
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Slika 3: Shematski prikaz a) AT-reza, b) dolo~itve osi kremenovega kristala in c) BT-reza

Slika 4: Nadomestno vezje kremenovega resonatorja



5 FIZIKALNA RAZLAGA PIEZOELEK-
TRI^NE KREMENOVE MIKROTEHTNICE

5.1 Nanos plasti majhne mase

Mo`nost uporabe piezoelektri~nega kremenovega
resonatorja za dolo~evanje mase je prvi prikazal
Sauerbrey (3). Princip delovanja je mogo~e razlo`iti z
idealnim fizikalnim sistemom (slika 5).

Za neomejen kremenov kristal, ki vibrira v
TS-na~inu, velja naslednja ena~ba:

λ q q= 2x (5)

pri ~emer je xq debelina kremenove plo{~ice, �q pa je
valovna dol`ina elasti~nega vala. Iz ena~be za hitrost
elasti~nega vala vq (vq = fq · �q) dobimo:

f
xq

q

q

=
υ

2
(6)

^e to ena~bo odvajamo po debelini kremenove
plo{~ice, dobimo:
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Torej pride pri infinitezimalni spremembi debeline do
infinitezimalne spremembe resonan~ne frekvence.

Vse lahko pretvorimo tudi v spremembo mase kre-
mena mq. Dobimo:

d dq
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m
= −

Sauerbrey je prvi predpostavil, da lahko spre-
membo mase kremena tretiramo kot spremembo
zaradi dodatka neke druge snovi (slika 5c):

d dq

q q

f

f

m

m
= − (8)

kjer je dm infinitezimalna sprememba mase neke
snovi, ki je enakomerno porazdeljena na kremenovem
kristalu. Sauerbreyeva ena~ba je torej veljavna samo v
primeru dodatka poljubne, vendar majhne mase
dolo~ene snovi. ^e diferenciale pi{emo kot majhne
razlike, lahko ena~bo (8) zapi{emo kot:
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f
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Simbol fc pomeni resonan~no frekvenco kreme-
novega kristala z dolo~eno naneseno plastjo. Pri tem je
treba omeniti, da ima ta formula omejitve, saj mate-
mati~no ni natan~na, elasti~ne lastnosti nanesenega
materiala so razli~ne od kremena, debelina tehni~nega
kremena je kon~na, po navadi pa je tudi povr{ina, na
katero se nana{a dolo~en material, manj{a od povr{ine
celotnega kristala.

^e definiramo spremembo frekvence �f kot
razliko frekvenc po nanosu in pred njim dolo~ene
snovi na kremenov kristal (fc – fq) in pi{emo namesto
mq = (vq�q S)/(2fq), dobimo tako imenovano Sauer-
breyevo ena~bo:

∆f
f m

S
= −

2 q
2

f

q qρ υ
(10)

Ta ena~ba velja za vibracijo pri prvem nadtonu,
kristal pa lahko vibrira tudi pri vi{jih nadtonih. Da bi
dobili splo{no ena~bo, je treba ena~bo (10) pomno`iti
z n (n = 1, 2, 3 ..., n pomeni zaporedno {tevilko
nadtona). Za hitrost elasti~nega vala, ki se {iri po kre-
menu, pa lahko zapi{emo vq = µq/�q. ^e upo{tevamo
vse te faktorje, dobimo splo{no Sauerbreyevo ena~bo
(1), ki velja za vibrirajo~i kristal v TS-na~inu.

Ena~bo (1) lahko zapi{emo v poenostavljeni obliki:

∆f K m= − ⋅ f (11)

pri ~emer je K masna ob~utljivost kremenove mikro-
tehtnice. Za AT-rez kremenovega kristala je �q =
2,650 g/cm2, vq = 3340 m/s. Masna ob~utljivost siste-
ma, ki vibrira pri prvem nadtonu in S = 1 cm2, je 56,5
MHz g–1 (tak sistem torej zazna pri spremembi frek-
vence 1 Hz spremembo mase 17,7 ng, frekvenco pa je
mo`no meriti brez ve~jih te`av na 0,1 Hz natan~no).
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Slika 5: Poenostavljen model delovanja kremenove mikro-
tehnice: a) v resonanci je valovna dol`ina enaka dvakratni
debelini kremenove plo{~ice, b) pove~anje debeline kremenove
plo{~ice vodi do zmanj{anja resonan~ne frekvence (pove~a se
valovna dol`ina elasti~nega vala) in c) masa nanesene plasti
neke snovi se predpostavi kot ekvivalentna masa kremenovega
kristala.



Ustreznost ena~be (1) je Sauerbrey prikazal s kri-
stalom (AT-rez), ki vibrira pri 14 MHz. Pri naneseni
masi 20 µg/cm2 je bila relativna napaka glede na
teoreti~no vrednost manj kot 2 %.

^eprav se eksperimentalni podatki dobro ujemajo z
Sauerbreyevo ena~bo, pa je bilo treba razlo`iti, zakaj
je mo`no spremembo mase kremena nadomestiti s
spremembo mase nekega drugega materiala. Tega se
je lotil Stockbridge,(4) ki je uporabil teorijo motenj
(Rayleighevo analizo). Predpostavil je, da dodana
masa ne vpliva na koli~ino energije, ki jo prejme
vibrirajo~i sistem. To z drugimi besedami pomeni, da
se akusti~ni val ne {iri v plast, ki je nalo`ena na
kremenovo plo{~ico. Frekvenca za enodimenzionalen
vibrirajo~i sistem, s katero sistem vibrira in je nastala
zaradi motnje (dodatek plasti na kremenovo plo{~ico),
je po Reyleighevi analizi:

f f
m

m

m

mc
2

q
f

q

f

q

...= − +
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ −

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

2

2

1 2 3 (12)

Vzamemo samo prve tri ~lene na desni strani ena~be
in dobimo:
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Zanemarimo ~lene drugega reda (mf << mq in fq – fc <<
fq) in dobimo znano Sauerbreyevo ena~bo (9):
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Razlaga Stockbridga je veljavna le za zelo tanke
nanose, pri debelej{ih plasteh pa ne pride v po{tev, saj
bi morali upo{tevati ~lene vi{jih redov.

Miller in Bolef(5) sta izbrala druga~en na~in in
obravnavala kremenov kristal z nalo`eno plastjo kot
sestavljen resonator, tako da se akusti~ni val {iri v to
plast, kar pa je protislovno po Stockbridgevi teoriji.
Predvidevala sta, da bi morali pri nanosu nekega
materiala upo{tevati tudi njihovo gostoto namesto
gostote kremena (ena~ba (10)).

Resonan~na frekvenca kremena (brez kakr{nekoli
nalo`ene plasti) je odvisna od njegovih elasti~nih
lastnosti, pri tem pa je presenetljivo, da bi pri{lo do
spremembe frekvence zaradi nanosa nekega materiala,
katerega elasti~ne lastnosti ne bi imele vpliva.
Stockbridgeva teorija je sicer matemati~no natan~na,
vendar premalo fizikalno potrjena. Miller in Bolef sta
se najprej ukvarjala ({e preden sta se lotila razlage
spremembe frekvenc kremenovemga kristala) z aku-
sti~no analizo sestavljenega resonatorja (6), ki je prika-
zan na sliki 6. Sistem sta zasnovala podobno kot njuna
predhodnika, Sauerbrey in Stockbridge (zanemarila
sta vpliv elektrod, ki generirajo radiofrekven~no
napetost).

Predpostavila sta piezoelektri~no generiran konti-
nuiren akusti~ni val frekvence fc, ki se {iri kot du{en
val od spodaj (x = 0) v smeri proti naneseni plasti. Pri
sti~i{~u x = xq se val delno odbije, del pa se prenese
naprej po naneseni plasti. Koeficient hitrosti odbitega
in prenesenega vala sta definirala kot rq�f =
(Zq–Zf)/(Zq+Zf) in tq�f = 2Zq/(Zq+Zf), kjer sta Zq = vq · �q

in Zf = vf · �f karakteristi~ni akusti~ni impedanci za
kremen in naneseno plast. Prav tako sta {e definirala,
da je rq�f = – rf�q, ter predvidevala totalni odboj vala
pri x = 0 in x = xq + xf. S predpostavko, da so akusti~ne
izgube zanemarljive, sta Miller in Bolef za niz reso-
nan~nih frekvenc fc predpostavila ena~bo (15):
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2 2
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f
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⎛
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⎛
⎝
⎜

⎞
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⎤
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+( ) cos cos1 1
2 22r

f

f

f

f

π πc

q

c

f

(15)

+ −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =( ) sin sin1

2 2
02r

f

f

f

f

π πc

q

c

f

kjer je f
xq

q

q

=
υ

2
, f

xf
f

f

=
υ

2
in r koeficient hitrosti

odboja. Pred nanosom plasti (xf = 0) dobimo za ff = ∞.
Tako so kosinusni ~leni, ki vsebujejo ff, enaki 1,
sinusni ~leni pa 0 in iz ena~be (15) odpadejo. Iz tega
dobimo prej{njo poenostavljeno ena~bo:

( ) cos1 1
2

02+ −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

=r
f

f

π c

q

Ker r ne more biti –1, pomeni da mora biti drugi
~len enak 0, to pa je ravno takrat, ko je fc = nfq (n = 1,
2, 3 ...). Ugotavljamo, da je takrat fc enaka frekvenci
izoliranega kremenovega kristala. To potrjuje veljav-
nost ena~be (15).

Pri r = 1 (Zf = 0) ima ena~ba (15) re{itev fc = fq za
poljubno vrednost xf, to pomeni, da ne pride do
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xf

xqZq

Zf

x = 0

x

x

=
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x
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q
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+

Slika 6: Shematski prikaz interferenc akusti~nih valov za
akusti~ni sestavljeni resonator iz kremenovega kristala debeline
xq in nanesene plasti debeline xf. Smer {irjenja valov je pravza-
prav pravokotna glede na obe horizontalni ravnini.



{irjenja akusti~nega vala v naneseno plast in se frek-
venca resonatorja ne bo spremenila.
Predpostavimo, da resonator na za~etku vibrira pri
frekvenci fq in da je �f = fc – fq zaradi nanesene
plasti, ter definirajmo parameter � = (qfxf)/(qqxq)
(zaradi prakti~nih razlogov vzamemo, da je � << 1).
Potem lahko � zapi{emo kot:

δ =
−
+

( )

( )

1

1

r

r

f

f
q

f

(16)

^e vstavimo za r = (Zq – Zf)/(Zq + Zf) in celotno
ena~bo pomno`imo z (Zq + Zf), dobimo (upo{tevamo
{e, da je mf = �f xf S, pri ~emer je S plo{~ina povr{ine,
na katero se nana{a plast):

δ =
+ − −
+ + −

( ) ( )

( ) ( )

Z Z Z Z

Z Z Z Z

f

f
q f q f

q f q f

q

f

=
2
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f
f

q

q

f

=
2

2

2υ ρ

υ ρ υ
f f

q q

f q

f

x f

δ
ρ υ

=
2 f

S
m

q

q q
f (17)

Ena~ba (15) je izra`ena v implicitni obliki in
pomeni niz premaknjenih frekvenc sestavljenega
resonatorja. Ena~bo `elimo re{iti in jo v ta namen
najprej poenostavimo. Pomagamo si z razvojem
sinusa in kosinusa v Taylorjevo vrsto:

sin
! ! !

x x
x x x

= − + − +
3 5 7

3 5 7
...

cos
! ! !

x
x x x

= − + − +1
2 4 6

2 4 6

...

^lene od tretje potence naprej zanemarimo; za
majhne x bo torej veljalo sin x � x, cos x ≈ 1 – x2/2.
Vemo, da je fc/ff << 1, zato:

sin
2 2π πf

f

f

f
c

f

c

f

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ≈ (18)
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2
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⎛
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⎜

⎞
⎠
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⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ (19)

Po drugi strani razmerje fc/fq ni majhno, je pa
majhno razmerje (fc – fq)/fq, ki ga lahko vstavimo v
sinus in kosinus namesto razmerja fc/fq, saj sta kotni
funkciji periodi~ni z 2�:
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f

f
c

q
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⎝
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⎞

⎠
⎟ ≈ −

−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ (21)

^e vstavimo ena~bo (16) v ena~bo (15) in hkrati
upo{tevamo pribli`ke (18)–(21), pridemo do:

( ) ( )f f f f f fc q c c q c
2− + − + =2 22 0δ δ (22)

Re{itev te ena~be pa je:

f
f

c

q=
+1 δ

(23)

Prej smo predpostavili, da je δ majhen, zato lahko
pi{emo (za majhne y velja, da je 1 1/ ( )+ =y 1− +y
+ − +y y2 3 ...

1

1
1

+
≈ −

δ
δ

Za frekvenco fc torej dobimo:

f fc q= −( )1 δ (24)

^e sedaj vse skupaj zdru`imo v `eleno spremembo
frekvence �f, pridemo tudi na matemati~en na~in do
Sauerbreyeve ena~be, ki seveda velja za prvi nadton:

∆f f f f f f f f= − = − − = − − =c q q q q q q( )1 δ δ

= −
2 f m

S
q
2

f

q qρ υ
(25)

Z dolo~enimi poenostavitvami torej Miller-Bole-
fova teorija potrjuje Sauerbreyevo ena~bo. Ta velja za
enodimenzionalni model, komplicirani matemati~no-
fizikalni efekti, kot so vstavitev kristala v nosilec
kristala, temperatura, hidrostatski in atmosferski tlak
ter upo{tevanje vibracij v treh dimenzijah, so
vklju~eni v ~lenih vi{jega reda ena~be (15). Ti efekti
pri nanosih plasti majhne mase nimajo pomembnega
vpliva na veljavnost Sauerbreyeve ena~be.

5.2 Nanos plasti ve~je mase

Za nanose plasti manj{e mase (mf << mq) se torej da
na ve~ teoreti~nih na~inov prikazati frekven~no-
masno odvisnost. Uporaba teh ena~b za nanos plasti
ve~jih mas nas lahko privede do pomembnih napak, ki
jih ni mo`no kvantitativno dolo~iti. Iz ena~be (11) je
razvidno, da je ob~utjivost K proporcionalna kvadratu
resonan~ne frekvence kremena fq pred nanosom plasti.
^e je K konstanten, je sprememba frekvence linearno
odvisna od spremembe mase. Vemo, da resonan~na
frekvenca pada z maso plasti, zato bi pri uporabi
ena~be (11) tudi ob~utljivost K s spremembo mase
padala. Behrndt in Love(7,8) sta za nanos ve~jih mas
namesto ena~be ∆f = – K · mf, kjer je K = 2 fq

2 /(ρqυqS),

uporabila korigirano ena~bo, pri ~emer sta frekvenco
fq nadomestila z fc (fc = fq – df):

∆f K m f= − '

K
f

S
' =

2 2
c

q qρ υ
(26)

To ena~bo sta Behrndt in Love zapisala z diferenciali:
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d df

q q

c

cm
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f
f= −

ρ υ

2 2
(27)

in integrirala:

d df

q q

c

c

f
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c

m
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0
22
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ρ υ
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Dobimo:

m
S

f ff

q q

c q

1
= −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

ρ υ

2

1

ali dmf =C’d� (29)

^e to izrazimo z gostoto in debelino plasti, dobi
ena~ba (29) obliko:

ρ
ρ υ

f f

q q

c q

1
x

S

f f
= −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2

1
(30)

^lena 1/fc in 1/fq pomenita periodi oscilacije �c in �q

kremenovega resonatorja z naneseno plastjo in brez
nje. Ena~bi (29) in (30) sedaj podajata linearno odvis-
nost mase in debeline nanesene plasti od periode
oscilacije. Konstanta C’ je sedaj neodvisna od debe-
line nanosa plasti (ne zajema ~lena za frekvenco).
Tako je torej bolj primerno uporabljati instrumen-
tacijo, ki meri periodo oscilacije namesto spremembo
frekvence. Eksperimentalno je bilo dokazano,(7) da je
ena~ba (30) bolj to~na kot ena~ba (10) tudi pri
spremembi frekvence fq do 10 %. Kljub eksperimen-
talno bolj trdno podprti ena~bi (30) pa je s teore-
ti~nega stali{~a {e vedno dvomljiva, saj {e vedno
vsebuje zamenjavo mase kremena z maso nanesene
plasti, tako da se Behrndt-Lovovo ena~bo lahko
obravnava le kot empiri~no. Prav tako je ta ena~ba
dvomljiva z matemati~nega stali{~a, saj se pri izpe-
ljavi ena~be (27) do diferencialne oblike enkrat
upo{teva df kot infinitezimalno spremembo frekvence,
drugi~ pa ta ~len pomeni dejansko spremembo
frekvence.

Lu in Lewis(10) sta za svojo razlago nanosa plasti
ve~jih mas uporabila Miller-Bolefovo ena~bo (15), ki
sta jo preoblikovala v preprostej{o obliko:

tan tan
π πf

f

f

f
c

q

f f

q q

c

f

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

ρ υ
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(31)

Izpeljava te ena~be je naslednja:
Da bi malo olaj{ali pisanje v ena~bi (15), vstavimo

πf

f
Fc

f

= in
πf

f
Qc

q

= ter dobimo:

[ ]2 2 2 2 2r cos F F Q Q− − + +sin cos sin

[ ]+ + − − − +(1 12 2 2 2 2r Q Q F F) (cos sin )(cos sin )

+ + ⋅ =( 41 02r Q Q F F) sin cos sin cos

Formula za dvojne kote pravi, da je
cos( ) cos sin sin2 2 12 2 2α α α α= − = − ,
zato lahko za prvi in drugi ~len zapi{emo:

2 2 1 2 1 4 42 2 2 2r F Q r F r Q( cos cos ) cos cos− − + = −

1 2 2 2 2− − − =(cos sin )(cos sin )Q Q F F

1 2 1 2 12 2− − − =( cos )( cos )Q F
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Sedaj odpravimo oklepaje:
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+ − + + − =(1 2 1 1 02 2 2r F r r Q F) tan ( )( ) tan tan

Ugotavljamo, da je:

( ) ( ) ( )1 1 2 1 02 2 2+ + − − + =r r r

^lene, ki ostanejo, pa lahko zapi{emo:

[ ]( ) tan ( ) tan1 1 0
2+ + − =r Q r F

Kvadrat {tevila je 0, ko je {tevilo samo enako 0:

( ) tan ( ) tan1 1 0+ + − =r Q r F

Za ~lene (1 + r) in (1 – r) pi{emo:
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Ena~bo pomno`imo z
Z Zq f+

2
in dobimo:

Z Q Z Fq ftan tan+ = 0
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Sedaj pa vstavimo {e za simbola
πf

f
Fc

f

= in

πf

f
Qc

q

= ter zvezo za akusti~ne impedance Zq = vq ρq in

Zf = vf ρf ter dobimo ena~bo, ki sta jo predpostavila Lu
in Lewis.
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Za nanose majhnih mas velja, da je
f f

f
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−
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f
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<< 1. Za tangens velja, da je periodi~na funkcija s

π, ter da za majhne x velja tan x = x. Potem lahko zapi-
{emo:
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in jo vstavimo v ena~bo (31):
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Ena~bo (32) preoblikujemo:
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ρ υ

ρ υ
(33)

^e vzamemo, da je razmerje fc/ff majhno (za
majhne x velja, (1 + x)–1 � 1 – x in zamenjajmo {e vf/ff

= 2xf in vq/fq = 2xq, dobimo:
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Ugotavljamo, da je sedaj ena~ba (34) enaka ena~bi
(30). Dejstvo je, da je ena~ba (31) brez kakr{nihkoli
poenostavitev pri enakih akusti~nih impedancah (�flf =
�qlq) enaka ena~bi (30). Iz tega lahko sklepamo, da je
ena~ba (30) natan~na le v primeru nanosa kremena na
kremenov resonator. Tako sta Lu in Lewis tudi
teoreti~no potrdila ena~bo, ki sta jo predpostavila
Behrndt in Love.

Za ena~bo (33) se prav tako da enostavno pokazati,
da je enaka ena~bi (10) (Sauerbreyeva ena~ba). Ker
ima ve~ina materialov gostoto le za en velikostni red
vi{jo od kremena, velja Sauerbreyeva ena~ba samo za
xf << xq. Lu in Lewis sta torej pokazala, da s privzeto
Miller-Bolefovo teorijo predpostavljena ena~ba (31)
zajema Sauerbreyevo teorijo v primeru nanosa

majhnih mas in ena~bo Behrndt-Love za merjene
periode oscilacije. Lahko bi rekli, da sta predpostavila
splo{no ena~bo za spremljanje nanosa mase plasti na
kremenovo plo{~ico in da so vse prej{nje izpeljave
(razen Stockbridgeva) limitni primeri ena~be (31).

V svojem delu sta pokazala,(10) da je mo`no meriti
spremembo mase z instrumentacijo za merjenje pe-
riode oscilacije in uporabo ena~be (31) do spremembe
frekvence fq za 20 % s 5-odstotno relativno napako za
nanose bakra in srebra. Predpostavila sta, da je odmik
od ena~be (31) posledica akusti~nih izgub.

Pri nanosih ve~ razli~nih plasti, kot je prikazano na
sliki 7, na kremenovo plo{~ico, ena~ba (31) ne dr`i
ve~. Teoreti~no je sicer mo`no raz{iriti razlago
enodimenzionalnega sestavljenega resonatorja z
razli~nimi fizikalnimi lastnostmi, vendar matemati~na
analiza z vsako novo plastjo postane izredno zaple-
tena. Tak{na analiza je bila z uporabo ra~unalnika
sicer narejena,(11) ampak se uporablja le za akademske
razlage.

6 SKLEP

Lahko bi rekli, da je imel Sauerbrey v svoji ena~bi
s predpostavko majhne spremembe mase kremena s
spremembo mase poljubne snovi na kremenovem
oscilatorju kar precej{no sre~o, da je ta veljavna, saj s
fizikalnega stali{~a ni sprejemljiva. Kasnej{a razlaga
Behrndta in Lova je eksperimentalno bolj podprta,
vendar {e vedno vsebuje Sauerbreyeve predpostavke,
hkrati pa prav tako ni matemati~no natan~na. Klju~no
vlogo pri {tudiju vibracije kremenovega kristala za
uporabo mikrotehtnice bi lahko pripisali Miller-
Bolefovi teoriji piezoelektrikov. To teorijo sta kasneje
raz{irila Lu in Lewis ter izpeljala splo{no ena~bo, ki
velja tako za nanose majhnih kot ve~jih mas. Za vse
prej{ne primere pa sta pokazala, da so le limitni
primeri njune teorije.
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NAVODILA AVTORJEM PRI PRIPRAVI PRISPEVKOV ZA STROKOVNI
^ASOPIS VAKUUMIST

Vakuumist je ~asopis, ki objavlja originalne in pregledne
~lanke s podro~ja vakuumskih znanosti, tehnike in tehnologij,
vakuumske metalurgije, tankih plasti, fizike povr{in trdnih snovi
in nanostruktur, analitike povr{in, fizike plazme in zgodovine
vakuumske znanosti in tehnologij. Znanstveni in strokovni
prispevki so recenzirani. Prispevki morajo biti napisani v
slovenskem jeziku, naslov ~lanka in povzetek pa v slovenskem in
angle{kem jeziku. ^e je ~lanek sprejet (po recenzentovem in lek-
torjevem pregledu), avtor vrne popravljen ~lanek uredniku
Vakuumista.

PRIPRAVA ROKOPISA

Prispevek naj bo napisan v enem od bolj raz{irjenih
urejevalnikov besedil (npr. Word for Windows) ali temu
kompatibilnem programu (tekst, urejen s programom LaTeX, ni
za`elen). ^e avtor uporablja kak{en drug urejevalnik, naj ga
konvertira v navaden format ASCII. Celoten rokopis ~lanka
obsega:

• naslov ~lanka (v slovenskem in angle{kem jeziku)
• podatke o avtorjih (ime in priimek, brez akademskega naziva,

ime in naslov institucije)
• povzetek v slovenskem in angle{kem jeziku (najve~ 250

besed)
• besedilo ~lanka v skladu s shemo IMRAD (uvod, eksperi-

mentalne metode, rezultati in diskusija, sklepi)
• slike (risbe, fotografije), ki naj bodo prilo`ene posebej
• tabele, preglednice z nadnapisi
• podnapise k slikam
• pregled literature

Obvezna je raba merskih enot, ki jih dolo~a Odredba o
merskih enotah (Ur. l. RS {t. 26/01), tj. enot mednarodnega
sistema SI (glej prispevek: P. Glavi~: Mednarodni standardi –
Veli~ine in enote (ISO 31-0 do 31–13), Vakuumist, 22 (2002) 4,
17–22). Ena~be se ozna~ujejo ob desni strani besedila s teko~o
{tevilko v okroglih oklepajih.

ILUSTRACIJE

^rno-bele ilustracije (risbe, diagrami, fotografije) morajo biti
o{tevil~ene, prilo`ene posebej. ^rkovne oznake na diagramu naj
bodo take velikosti, da je po pomanj{avi na {irino enega stoplca
(7,9 cm) velikost {tevilk in (velikih) ~rk od 1,2 do 2,4 mm.
Diagrami in slike naj bodo v formatih BMP, TIF ali JPG. Za
risanje naj bo po mo`nosti uporabljen CorelDraw. Kvaliteta
slikovnega gradiva mora biti dovolj visoka, da omogo~a
neposredno reprodukcijo.

LITERATURA

Literaturni viri so zbrani na koncu ~lanka in so o{tevil~eni po
vrstnem redu, kakor se pojavijo v ~lanku. Vsak vir, ki mora biti
popoln (okraj{ave ibid., idem., et al., etc. niso dovoljene), mora
biti opremljen s podatki, ki omogo~ajo bralcu, da ga poi{~e.
Knjige, periodi~ne publikacije, deli knjig, ~lanki v periodi~nih
publikacijah, patenti, ~lanki in drugi prispevki v elektronski obliki
morajo biti citirani kot npr.:

• Monografije
Zgled: S. Ju`ni~, Zgodovina raziskovanja vakuuma in
vakuumskih tehnik, Dru{tvo za vakuumsko tehniko Slovenije,
Ljubljana, 2004, str. 203

• ^lanki v periodi~nih publikacijah
Zgled: M. ^ekada, P. Panjan, Vakuumist, 24 (2004) 4, 4–10

• Prispevki v zbornikih posvetovanj
Zgled: P. Panjan: Novej{i razvoj PVD trdih za{~itnih prevlek
za za{~ito orodij in strojnih delov, Zbornik posvetovanja
Orodjarstvo, Portoro`, 2003, 121–124

• ^lanki in drugi prispevki v elektronski obliki
Zgled: P. Panjan, M. ^ekada, B. Navin{ek. Surface and
Coatings Technology [online], 174–175, 2003, 55–62, doseg-
ljivo na doma~i strani: http://www.sciencedirect. com/

AVTORSKE PRAVICE

Avtorji prispevka so v celoti odgovorni za vsebino
objavljenega sestavka. Z objavo preidejo avtorske pravice na
izdajatelja. Pri morebitnih kasnej{ih objavah mora biti periodi~na
publikacija Vakuumist navedena kot vir.

Uredni{tvo periodi~ne publikacije Vakuumist:
• odlo~a o sprejemu ~lanka za objavo
• poskrbi za strokovne ocene in morebitne predloge za kraj-

{anje ali izpopolnitev prispevka
• poskrbi za jezikovne popravke
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